Digitalna obrada signala
Obrada digitalnih signala
Numericka obrada digitalnih signala
Numericka obrada informacija
sadrzanih u nizu brojeva

MATEMATIKA — naj¢esce koris¢eno

Kompleksni brojevi

z=x+jy=Ael®

A= Ty

Kompleksan broj - Vektor u kompleksnoj ravni

_ (Y Im
Q= tan (X) |V S o
. A
Ael? = A(cos ¢ + jsin @) /\’/
x = Re(Aej‘p) =Acos ¢ . '\(p
X Re
y = Im(Ae/?) = Asing
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Im [
A/g
| x(t) = Acos(wot + @g)
¢® . . .
() Re Realan signal = zbir dva kompleksna signala
A2 (L) = wot + o A . A . el (@ot+@o) | o—j(wot+po)
] X(t) = — pJ(wot+9o) + _e_l(wof+(Po) =A
2 2
Jedan kompleksan signal koji se u kompleksnoj ravni Jedan kompleksan signal koji se u kompleksnoj ravni

obrée u smeru suprotnom od kazaljke na satu udestanodéu w, ©brée u smeru kazaljke na satu ucestanoscu w,

|

Jedan kompleksan signal koji se u kompleksnoj ravni
obrée u smeru suprotnom od kazaljke na satu ucestanoséu —w,

Pojava - Negativne ucestanosti
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Realan signal = zbir dva kompleksna signala

eJ(@ot+90) 1 o—j(wot+po)
x(t) = Acos(wot + o) = A

2
ef(@ot+@o) _ o—j(wot+po)
y(t) = Asin(wgt + o) = A T
e @ot+po) _ g—j(wot+po) e—]g ej(wof""!’o—g) _ ejne—j(wof*"ﬂo—%)
y(t) = Asin(wot + @) = A - = =4
2j e Iz 2

el'(a’of*"ﬂo—%) + e—f(wof‘*(ﬂo—%)

T
y(t) = Asin(wot + @o) = A > =Acos(a)0t+(po _E)
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Graficka predstava

x(t) = Acos(wot + ¢g)

Ael(@ot+90) 4 fe—i(wot+®o)

x(t) = >

amplituda

—wy

faza

—wg o w
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Zasto je zgodno raditi i sa negativnim ucestanostima

x(t) = Acos(wgt + @g)
Cesto

A
x(t) - cos wyt = Acos(wpt + @) - oS wet = E(cos((wc — w)t — @) + cos((w, + we)t + ¢y))

eJ(wot+@o) 4 p—j(wot+9o) pilwct) 4 p=jlwct)
2 ' 2

x(t) - cosw.t = A

x(t) - cos Wt = é (ej(—(wc+wo)f—<ﬂo) + ef(=(wc—wo)t+po) ej((wc—wo)t—¢o) + ef((wc+wo)t+ll’o))
4

amplituda amplituda
Transliranje za w,
ARl Y R
' - Wy
A
—Wo wo w —We cbc
Podetni signal - graficka predstava Proizvod signala - graficka predstava
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Proizvod u vremenskom — konvolucija u frekventnom
U¢ili ste to, ponovi¢emo, uéicemo

A2| .
konvolucija
—Wop Wo w
Y(w) =X()*Clwy w! — Konvolucija ova dva signala
[ee]
V@) = [ X)-Cw-p)dp
® —Wc wWe w
@ =twg ® = +w, -
w = —(w; — wo) w = (w; + wg)
fw 3
Lo, A4 3 _ Rezultat
—w, w, w -
Q= —wy
w=—(w; + wy)
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Proizvod u vremenskom — konvolucija u frekventnom
U¢ili ste to, ponovic¢emo, uci¢emo
A2|
konvolucija
—Wy Wy [ .
Y(w) = X(w) * C(w) 1/2 Menjamo ¢
° Samo kada se poklope
Y(w) = f X(p) - C(w — p)do zaneko w
“o postoji proizvod razli¢it od nule
A to je moguce samo za
ove Cetiri kombinacije
; Znaci samo kada je
—QW¢ W w Q= i(l)o
@ = —wo i
w=—(w, +wgy) w = tw, + w,
\ pl:ﬁzdrral‘;a;I;é:;;r:;\l;;c Digitalna obrada signala - 2022/23 8




MATEMATIKA — najéesce koris¢eno

.. . 1—-7r"
Redovi i sumiranje redova ark =a rk = al—
-r
k=0 k=0
[ee)
Z e 1— r® 1
. 't =—=
r realnoi <1 1—r 1—r
k=0
n-1 . 1 _ gine
) rk=2_-__
r kompleksno = e/¥ £ 1—-e/¥
=0

. ne ne ne .
1—e /7 2 —ef7 a1 sin (n%)
esto > = : =e 2 "—0q
—elo L _i® i@ P
1-e ez eiz— el sin
Da bi se lakse videlo $ta se deSava kada se menja @
\ plfs;c(ﬁ’yi;jafIgg'ya?wgl\lj;c Digitalna obrada signala - 2022/23
9
MATEMATIKA — , trikovi*
* o, joop
r kompleksno = ae’? Z rk = 1-a e' 2977
a<l1 = 1—ael?
had i & o .k 0 k+1 0
Zrk_l—aeﬂﬂzrk_zkzor — Y=o’ T _ 1
“ T 1—qel® i - 1—ael® T 1-—qei®  1-—aqel®

A

T ok =Tkl = (0 42 43 ) = L 2+ ) =10

[oe]
Zasto to ovde ,,sme”, a nije smelo ako je r realno i veée od 1? rk =7
k=0
[oe]
. . . k 1
Zasto sme ako je r realno i manje od 1? Z =1,

k=0

Odgovor daju i Furijovi redovi. Razvoj funkcije 1—; daje Y7o, z% uz uslov |z| < 1.
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n—-1

ejk%" - Ist_o se dobija i ako je n neparno.
= Primer n=5
A VN
21/5
Radi lakSeg crtanja, n parno.
— O Ovakva kompleksna predstava moze da

nam pomogne u mnogim situacijama.

\ I<>arcd>ra - cIckFromku Digitalna obrada signala - 2022/23 1
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V1 =?re$enja jednatine x™ — 1 = 0
1 = ejk2m k ceo broj
1 . 2T
11 = (ejkzn)n = ek

Vektori po jediniénom krugu ravnomerno rasporedeni
V=1 =?redenja jednatine x™ +1 =10
—1 = /@k+D7m Kk ceo broj

1
YT = (ef@k+Dmyn = iRty

Vektori po jediniénom krugu ravnomerno rasporedeni sa po¢etnim faznim stavom %
Vi =?
N—i=?
Va+jb=?

\ Kateurra »ZHFIQ,kamkVU Digitalna obrada signala - 2022/23 12
prof dr Lazar Saranovac

12



A

Primer obrade signala u vremenskom domenu

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 13
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A

Analiza u vremenskom domenu kao $to smo na primer radili u digitalnoj elektronici.
Da vidimo mane, ograni¢enja, gde je pogodno a gde bas i ne.
[ zaSto nam u drugim situacijama treba i drugaciji pristup?
Da li smo mogli i drugacije?

Problem: odziv realnog kola sa jednim akumulativnim elementom u ustaljenom rezimu,
na periodi¢nu povorku impulsa.

O

WOt . M

ui(t) c—— |W®

Th : To : t

O

Katedra za elektroniku
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O

. i || T

ui(t) c—— |U(®)

O

ui(t) — ug(t) —uc(t) =0
ig(t) = ic(t)

ug(t) +uc(t) = u;(t)
Rig(6) + uc(t) = u(0)
Ric(t) +uc(t) = u;(t)

RC duc(t)

+uo(8) = u;(t)

I sada smo ve¢ u problemu kako da opisemo

Da olakSamo, radimo postepeno pa je drugi korak
- pobuda oblika Hejvisajdove funkcije.
Olaksavamo resavanje diferencijalne jednacine

u® =Uy

:UL

v

to t
2. u(t) = (U —=Uph(t —to) + Uy

gde je h(t) Hejvisajdova funkcija.
Kako je
U (1) = uc(t)

Kona¢na diferencijalna jednacina za
reSavanje Uz ovu pobudu je

. . . du,(t
ulazni signal a da nam reSavanje RC ;( ) +u, (t) = u;(t)
diferencijalne jednacine bude jednostavno
atedra za elek k
\ plf(j; d[lyi;;af ga}yao‘gl\/;c Digitalna obrada signala - 2022/23 15
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du,(t)
RCT + uo(t) = ui(t)
_t=t
Opste resenje zat =t u(t) =Kiew = +K;
Gde je T = RC i naziva se vremenskom konstantom kola.
Ima dimenziju vremena i konstantna je za ovo kolo.
U opstem slucaju kola sa jednim kondenzatorom ova vremenska konstanta se
dobija kao proizvod kapacitivnosti C i otpornosti koju ta kapacitivnost vidi kada
se nezavisni naponski izvori (unutra$nja otpornost jednaka nuli) u kolu kratko
spoje a nezavisni strujni izvori (unutra$nja otpornost jednaka beskonacnosti)
izbace iz kola. Zavisni izvori ostaju takvi kakvi jesu u kolu.
\ plf:;i;:’Ej;;ﬁi::;’g)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 16
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Ostaje da odredimo konstante K, i K,. One se odreduju iz pocetnih uslova.

Kako smo ustanovili da je u trenutku t, napon na kondenzatoru U, i iz opsteg reSenja

_to—to
uo(to) = Kle T + KZ = Kl + KZ

Onda je
Kl + KZ = UL
Isto tako iz diferencijalne jednacine kola
du,(t du,(t u;(t) —u,(t du,(t u;(ty) —u,(t du,(t Uy —U
RC 0()+uo(t)=ul-(t) = o()= 1() o() = o( 0)= 1( 0) o( 0) o( 0)= H L
dt dt RC dt RC dt T
a iz opsteg resenja
_t=to
duo (t) d (Kle T 4+ Kz) Kl _ﬂ
= = ——8 T
dt dt T
i u trenutku t=t,
du,(t) K;
dt Tt
t=to
\ prf;:ﬁ'i;:aflg:;?%t:c Digitalna obrada signala - 2022/23 17
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Sve u svemu
Kl + K2 = UL
Uy —U, K
T TooT
pa je

K, = _(UH - UL) i K, =Uy
odnosno resenje za izlazni napon je

t—ty

uo(t) =—(UH_UL)9_T+UH t=>tp

i dosta Cesto se pise U sledecem obliku

_t=to
uo(t)=(UH—UL)(1—e T )+UL t >tp

\ Kateurra ,Zav ele‘lftrrvomkvu Digitalna obrada signala - 2022/23
prof dr Lazar Saranovac
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u;(t) ¢ —
® _u,
Gledajudi izraz za izlazni napon,
vidimo da vrednost tezi ka kona¢noj
vrednosti Uy, i dostiZe je tek u tacki
=U, t=o0, kada se i zavrSava prelazni
. proces. Za prakti¢ne slucajeve a i za
t 4 crtanje, ovo nam bas i nije zgodno.
Uo() % _
__________________________________ Zbog toga se u praksi smatra da se
=Uu ->Uy prelazni proces zavrSava posle vremena
51, kada se dostize 99.3% promene.
=U Sve poznato iz Digitalne elektronike
—VYL
>
fo t
\ ;fs;iﬁ'i;jaflg:;ﬂti Digitalna obrada signala - 2022/23 19
19
Dugacije videnje - Opste reSenje t—to
uo(t) =Kle_ T +K2
Oznake

tlim U, (t) = uy() - napon u beskonacnosti,
—00

1.
_tg—to
uo(ta—) :Kle T +K2 :K1+K2
onda je
— +
Ky + Ky = u,(tg)
Katedra za elektroniku o IO
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23

u,(tg) za (ty—tg) — 0-napon u trenutku neposredno pre trenutka t,, pre dejstva promene

u (td) za (t§ — ty) — 0 -napon u trenutku neposredno posle trenutka t,, posle dejstva promene.

20
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A

onda je

pajei

Resenje diferencijalne jednacine je

U (£) = 1o (0) + (Up () — Up(00))e ™ T

tlim Uy (to) = o ()

t—ty

L!lm (Kle_ T + Kz) = Kz
Ky = up()

K = uo(tg—) = Up()

t—t
za t =ty

Takode poznato iz Digitalne elektronike, gde smo ovaj rezultat puno koristili

Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac
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Na osnovu tih rezultata u Digitalnoj elektronici
smo mogli ,,odmah* da pretpostavimo §ta se
desava u razlicitim situacijama

u(t)t =Vou

=Vo

Uo(t)t
=Vou

=Vou

WO :
=Vou ==~ R

=Vo

Uo(t)
=Vou

Nol

Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac

I izraCunamo

u,(t) =Vo, za t<t
t—t

=1
uo(t) = VOH + (VOL - VOH)e T za t, >t=> ty

U trenutku t, nastupa druga, drugacija, pobuda. Znaci opste reSenje jeste

1o (©) = g (00) + (1o (&) —up (0))e™ T
uO(t;) = uc(t;) = uc(tz_) = uo(tz_)

_ _t-ty
uo(tz) = Vou + Vo, — Voule™ 7

za t=t,

Uy(0) = u;(e0) — Riz(0) = Vp,,
I na kraju

za t=t,

-ty

uy(t) = Vo, + (VOH + Vo, —Vonle™ 7

=t

- VOL)e T

( _tz—tl) _t—ty
u(t) = Vo, +\ Vo = Vo )(1—e 7 ))e =

Digitalna obrada signala - 2022/23 22
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Signal: svaka fizicka veli¢ina koja nosi neku informaciju

U digitalnoj elektronici nam je bilo bitno vreme.

Kada se $ta desava.

sigurnu informaciju o logi¢kim nulama i jedinicama.

Kasnjenje signala, vreme uspona i pada signala, ucestanost.

Dalje od ovoga nismo iSli i nije nam bilo potrebno.

| za nas je ovakva analiza u digitalnoj elektronici bila adekvatna i dovoljna.

U digitalnoj elektronici naponski nivoi Vg, i Vg, koji nose informacije o logi¢koj nuli i logi¢koj jedinici

Kada logi¢ka kola manipuli$u sa sigurnim naponskim nivoima odnosno kada imaju

Katedra za elektroniku R
\ orof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 23
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u®s =U
Da se vratimo na nas problem.
=U,
o
)
=V ; ; :
Na osnovu prethodnog mozemo da pretpostavimo : : :
DNV/ERIN
. Tu : T f
t _t
- u,(t)=U,+,—-Uye t
up(6) = Uy + (Vs = Upe @ o(8) = U + (V2 = U)
Pa i izraunamo T
L
Ty Vi=U, + W, —U)de T
_TIH = — e T
Vo=Uy+(Vy —Uxle = 1= oL 2L
_TL _Tp+Th
U +WUy—Upde @ —Uye =
Vi = TL+TH
l—e =
Itd ...
Katedra za elektroniku o IO
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 24
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Primer obrade signala u frekvencijskom domenu

Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac
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A sta ako pobuda nije pravougaona?

Sta ako sada ovakav izlazni signal ide na naredno RC kolo ili neko slié¢no?
Sta ako nije samo jedan akumulativni element?

Na svu srecu u digitalnoj elektronici nam to nije bilo od interesa.

Ali u nekim drugim oblastima elektrotehnike, elektronike ... postoji interes da znamo $ta se
desava i u takvim situacijama.

Na primer interesuje nas izlazni signal ako je pobuda sinusoidalna u ustaljenom rezimu.
u;(t) = A cos(wpt + @)
Ili nas interesuju i prelazni procesi kada se takva sinusoidalna pobuda pojavi

u;(t) = Acos(wot + @q) * h(t)

Ii je bilo kakva pobuda na ulazu

u;(t) = f(0)

u,(t) =7

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 26
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sistem, analizu, posmatraju u drugim domenima osim vremenskog

Kako ¢e se sistem ponasati ako su na ulazu prostoperiodiéni
signali razli¢itih u¢estanosti u ustaljenom rezimu, i-ili ako se
pojavi pobuda u nekom trenutku, ...

Bitno: Sistem je LTI (Linear Time Invariant)

Laplasova transformacija

R 1 )
0 __sC _
+ H(S)_R+i_sRc+1
hy sC
ui(t) c—=— |U® Furijeova transformacija
H(iw) =———m— =P jo(w)
O ) = Gayre 1~ P(@e
1 1 w 1 1
H(j = = = P = —=—
V) = Gayre +1 149w, +jw »TRcTT
Wp

Ustaljena prostoperiodi¢na pobuda

\ Karcdrra “ clcktrromku Digitalna obrada signala - 2022/23
prof dr Lazar Saranovac

Odgovore na prethodna pitanja moZe da nam da teorija kola i razne transformacije koje

Frekventni domen

A\
N

\‘L w

Graficka predstava

Najcéescée: Logaritamske razmere

27

27

CTFS — Continuous Time Fourier Series

21
x(t) periodi¢na funkcija sa periodom Ty = o0
0

Spektar signala — graficka predstava

A Amplitudski spektar

X[jkwo] Kompleksna veli¢ina ¢ija faza zavisi i od izbora trenutka ¢,

L to+To
X[jkwy] = =— f x(t)e Fkwotdt i
To ! !
to
Bwo 2wy -wo |0 wo 2wo 3wo w
+0o
x(t) = Z X[jkwo]e/*wot Fazni spektar
k=—0o0 ¢

I

X[kwol
X[k] [

Harmonijske komponente signala

Postoje negative ucestanosti k<0

\‘ Kateurra ,Zav ele‘lftrrvomkvu Digitalna obrada signala - 2022/23
prof dr Lazar Saranovac

l l E

Spektar je linijski, diskretan.

Harmonijske komponente postoje samo na

multiplima osnovne ucestanosti.

28

28
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Onda je odziv na zbirnu pobudu

\ Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac

Znamo odziv sistema na svaku pobudu

Bitna osobina LTI sistema

SUPERPOZICIJA

Pobuda = zbir dve ili vise pobuda  x(£) = x1(£) + x,(t)

x1 () = y1(t)
x2(t) = y2(t)

y(©) = y1(0) + y2(t)
Vazi i za linearnu kombinaciju

x(t) = ax.(t) + bx,(t)
y(©) = ay, () + by, (t)

Digitalna obrada signala - 2022/23
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Znamo spektar ulaznog signala X[k]
A

SREREE

Bwo 2wy -wo 0 wo 2wo 3w w

R
BE

\ Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac

Znamo funkciju prenosa sistema odnosno H k]

P

/
/

) ’

iwp w Racunamo
Y[jkwol = X[jkwolHljkw,]

+00

) V()= Z Y[jkawo]el*®of

k=—o

,»Pravo sumiranje na izlazu ¢emo retko raditi.

Najéesce ¢e nas interesovati kako izgleda spektar signala posle prolaska kroz sistem — ,,obrade®.

Zelimo da istaknemo neke komponente, da potisnemo neke komponente, dodamo neke
komponente, da kvalitativno i kvantitativno vidimo §ta se desava itd...
Te komponente nose informacije. U amplitudi, fazi, medjusobnom odnosu, ...
To je naSa obrada signala, informacija. Analiza i sinteza.

Digitalna obrada signala - 2022/23
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U nasem slucaju na osnovu znanja (koje imamo ili ¢emo steci)

R Potisnute visokofrekventne
o . komponente koje su zaduzene za brze
ui(t) = - - « .
= + usponske i silazne ivice.
ui(t) c Uo(®) Promena signala se ,,usporava®.
- , Jednosmerna komponenta ostaje
t -
© nepromenjena.
A log(P)
log) W)t
hEad
! !
Bwy 2we Wy 0wy 2wo 3w w
=V
o [ 1
H(j0) = =1
142
I T
w 1
l l | log(w) H(joo) = — =" 0
~— ] —_—
Wp
Najcesce: Logaritamske razmere
\ plfsrd[:yi;:aflg:?ngl\lj;c Digitalna obrada signala - 2022/23 31
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Da vidimo i radunanje u nasem slucaju ali sada preko Furijeove transformacije, odnosno CTFS.
Neke stvari odavde ¢e nam trebati i kasnije u toku kursa.
) o B ) 2m
Nasa pobuda u;(t) je periodi¢na funkcija sa periodom  To = o= Ty +T,
0
Razvoj pobude u Furijeov red
L to+To
Xljkwo] = Xlkwol = X[K] = = f x(t)eTkwot gt
o,
Uocite da ¢e od trenutka t, koji izaberemo zavisiti samo fazni stavovi harmonijskih komponenti.
Neka to bude pojava usponske ivice signala. Integral postaje:
to+To to+Ty to+Ty+Ty,
; 1 —jkawot 1 —jkwot —jkwot
X[jkwo] = T x(t)e Tkwotdt = Uye Tk@otdt + Upe I @otdt
A O\ to+TH
\ plf:;i;:rij;;ﬁi::;’g)‘t:{ Digitalna obrada signala - 2022/23 32
32
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A

Postepeno da vidimo svaki korak posto ¢e nam se mnoge stvari ponovo deSavati u racunima

to+To to+Ty to+Ty+TL

1 . 1 ' .
XUkawol = 7 f x(e)eJkotde = — f Uyeikoot s + f Uye koot gy
Y "\ 4o to+TH
X[jkw,] = l(y_He—jkmot totTh .UL oot to+T1~1+TL>
To \—jkawo to —jkwy to+TH
X[jkwo] = % . ]1 (UH(e—jkwo(to+T1-1) — e—jkwoto) + UL(e_jka(t0+TH+TL) _ e—fkwo(to+TH)))
T —]KWg

X[jkw,] = Zjﬁe_jkw"t“ ((UH — Up)e JkedTn — (U — UL))

Uy — UL)

X[]'kwo] :j( Tk e_jk(woto)(e—fkonH — 1)

1zbor t,unosi samo ,,dodatne* fazne stavove u komponente. Linearno sa
ucestanos$cu. Mogli smo da izaberemo bilo koji trenutak.

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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jWUy —Uy)

Kljkeol = 2k

e Jkeo(e=ikwoTn — 1) dalje sredivanje izraza da bi doveli u ,,standardnu‘ formu

(e—]'konH — 1)

X[jkwol = j(Uy — U e Jkeo
[jkwol = j(Uy ) ik
kwoTy ¢ kwoTy kwoTy
Xljkwol = j(Uy — U)o~ 2 —e 2 )k
w = —_ e_ 0
kwol = j(Uy L ik
. . (kwoT, .
—2j Sm( 3 H) Koty nenormalizovana
Xljkwol =jlUy —Up) —————=¢e /" 2 e /¥ sinx
kol = j(U = U) 2mk sinc(x) =
. (kwoTy )
Xljkeo] = Wy — U,) Ty S\ T2 ik(@oTr400) normalizovana
ikwo| = — e~ olfH+ %o
0 R I A ] sin(mx)
2 sinc(x) = ——
X
Jako bitna stvar: na$ signal ima diskontinuitete u tackama t;, ... tamo gde se menja.
Znaci sve ovo vazi za k # 0. Za k = 0 racunanje srednje vrednosti:
UyTy + U, T
X[0] = HlH LiL
atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 34

prof dr Lazar Saranovac
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. (kwoTy
Ty sm(—2 )

e~ Jk(woTH+9o)
TH + TL kaTH
2

k+0 X[jkwol = Uy —UL)

UyTy + U, T,
X[jo =
Uowol == 7,
+o0o
Da vidimo kako izgleda ,,restauracija signala x(t) = Z X[jkw,]elkwot =
k=—00
-1 . sin <ka)£TH>
Z Uy = Uy) H eJk(wot=woTH=Po) |

Ty +T, kwoTy
2

k=—c0
- (T
Uy —U eJk(wot—woTH—®o)
4 ( H L) TH +TL kaTH
k=1 —
\ p*f;;iﬁ'ii;f'ggf%";:c Digitalna obrada signala - 2022/23 35
35
+00

Posle sredivanja (1) = Z Xljkw,eikwot

k=—00
UyTy + UL Ty,
T, <asin (kngH)
Uy —U Z e~ Jk(wot—woTH=¢0) 4 ojk(wot—woTH—Po)
Un — UL Ty + T, u kooly ( )
k=1 2
ili
@ sin (X2 TH
UHTH + ULTL TH 2
x(t) = W +2(Uy —Uy) To+T, Z TaogTy cos(k((uot —woTy — (po))
k=t T

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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Koliko uzeti komponenti u realnom ra¢unanju a da imamo dobru predstavu signala?

Uy=4, U, =1, T4=3000, T, =6000
Broj komponenti 10

4.5

35f]

= U N/

1t \ “/ \ / NN AN \\//’r\‘.\ ,w' 1
\/ 3 \/
vV vV

0.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Katedra za elektroniku . .
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 37
37
Koliko uzeti komponenti u realnom racunanju a da imamo dobru predstavu signala?
U,=4, U =1, T,;=3000, T,=6000
Broj komponenti 100
45 - - - - - - - - -
b S— -
351
sl
25
2k
15¢
ok NI. 1.'| |
0.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Katedra za elektroniku
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Koliko uzeti komponenti u realnom ra¢unanju a da imamo dobru predstavu signala?

U,=4, U =1, T,,=3000, T,=6000

Broj komponenti 1000

4.5

1t — —~ 1

0.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Katedra za elektroniku L .
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 39
39
Gibsov fenomen
Gibsove oscilacije
Razlog diskontinuitet u signalu
45 45 45
P e \
st | p — - Al y L
sl \ “‘ |
| | | 35 | 35
3 | ‘\ “
\ | 3 :
25 | | 55 5

\J

05
0 1000 2000\3000 4000 5000 4000 7000 8000 9000 10000

Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac

05 05
0 1000 2000\ 3000 4000 5000/6000 7000 8000 9000 10000 0 1000 200W50m 7000 8000 9000 10000

Da bi nestale morali bi uzeti sve komponente
Matematika.

Digitalna obrada signala - 2022/23 40

40
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Poblem crtanja: da ne bi pomislili da ocilacije nestaju gledajuéi trecu sliku.
Zgus$njavaju se. Premasenje ,,isto“. Gibsova konstanta 0.089489....

4 /// - E i B
36 /// B
Broj komponenti 1000 saf P .
32 / T
./ i
3 //
42 ’,//‘\\\ e . . - - B =
4: Nt N T e 5 - T — i
Broj komponenti 10000 i |
\ plfs;c(ﬁ,yi;jafIg:,ya?gl\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 41
41
Da vidimo izlazni signal iz naSeg RC kola
UyTy + U,T Ty " (kngH) ( )
' . — _ —jk(woTy+@
X[]O(l)g] — YH'HTYLL X[]k(l)o] (UH UL) TH T TL k(UoTH e 0 0
1 1 wp .
H(jw) = = = =H eJPrc(@)
Uo) =GR+ 1 142 o +jo re(@)
Wp
1 . —tan-1(_-2
Hpe(w) = ———— = Hp¢(w)e/Prc(@) @rc(w) = tan ( wp)
2
w
1+(2)
Wp
i sin (*0Tu
y(6) = o 4 26Uy = U i ) Hio (ko) —gom— cos(k(wot = woTi = 9o) + e (ko)
1L HT 1L
k=1 —
\ plf::julrij;;';i}:(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 42
42
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3.5

25

A

Potisnute vise harmonijske komponente

Dosta visih harmonijskih komponenti ,,prolazi*

4.5

'\\‘ ] ‘
/ \ 35t
\ |

\ | 25 [ ‘
| \ \
\ / !
\ / 2 |
\ /
/ \ |
\ / 15 \
N\ { \ ’
\. /
N\ / 1 = ——
" |
— :
Er— 0.5
3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
104 10
wp = Wy wp = 10w,

Zasto na slici 2 mogu da se uoée Gibsove oscilacije?
Da li u realnosti one postoje?

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

prof dr Lazar Saranovac
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A

Sta je bolje raditi
- Analizu i sintezu u vremenskom domenu
- Analizu i sintezu u frekventnom domenu

Nema jedinstvenog odgovora.
U ovom primeru smo videli da smo dobili ,,identi¢ne* rezultate .

I mora tako. Matematike to pokazuje.
Transformacije su jedinstvene iz jednog u drugi domen.

Jedini odgovor:
Sta je lakse i primerenije za dati problem.

U digitalnoj elektronici je to bio vremenski domen i na osnovu ovoga §to smo izvodili li¢i ¢ak i da je lakse.
Ali ne zaboravite da ham je uslov bio jedno kolo sa jednim akumulativnim elementom.

Dosta ograni¢avajuce za neke druge oblasti.

Na primer telekomunikacije.

Katedra za elektroniku m

prof dr Lazar Saranovac

Digitalna obrada signala - 2022/23
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Transformacije su ,,jedinstvene*

PARSEVALOVA TEOREMA ZA CTFS

Snage su jednake u vremenskom i frekvencijskom domenu

1 To 400
[ x@Pde= Y Ixtikan)?
0 =—00

NAPOMENA: energija periodi¢nog signala beskonacna

\ pIT;End[:yi;:ﬁf'g:;?%‘\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 45
45
Cesto radi jednostavnosti na$ pobudni signal se posmatra kao: simetri¢an signal T,,=T, i t,=0 i U =0
sin kn
UH . UH 2 —jkE
] = — = 2
2
Rekonstrukcija
N v, &sn(F) .
= i Jkwot — 2 A N i
x(t) Z X[jkwgyle/*®o > + Uy Z pre ol <k (wot + 2))
k=—o0 k=1 5
Uociti da postoje samo neparni harmonici
T T | broi
Zanimljivo u tatkama diskontinuiteta o = li = lw_ Ceo broj
0
Uy ¥ sin (kz_n) - Uy ) o 0zat<O0
x(ty) = — + Uy Z —%emCos (k (woto + _)> =2 Zato je definicija h(t) = % zat=0
2 k=1 7” 2 Hejvisajdove funkcije 1 zat>0
\ ;r:;i;:rEj;;ﬁi::\)wf)l\lj:( Digitalna obrada signala - 2022/23 46
46
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Crtana je racunarski, tacka po tacka.

Na koji nacin je formirana, nacrtana, na primer slika Gledajuéi jednagine, ovo je bio vremenski kontinualan signal.

Beskonacan broj tacaka. Bez obzira na racunar to je nemoguce.

4.5

35¢

3

25

= 3 Beskonacno vreme potrebno za takav proracun.
‘ [ \4 Izabrane su neke tacke, izraGunata vrednost u tim tackama, a
| | . . . e . . .

[ ] onda je za crtanje radena interpolacija izmedu tih vrednosti.

Ova tacka nije izabrana. Da li je napravljena greska? Mozda

0

A

0.5
10007 2000 (000" 9000, 000 "A000; 000 190007 2000 20000 funkcija ba$ tu ima neku veliku ili malu vrednost?

Ako ima greska, kolika je?
Da li postoje pravila kako izabrati tacke, rastojanje izmedu tacaka?

Na naSim primerima je to vreme.

I<Varcdrra “ ClemekU Digitalna obrada signala - 2022/23 47
prof dr Lazar Saranovac
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A

Znaci radili smo ,,odabiranje kontinualnog signala

Da ponovimo pitanja koja se postavljaju prilikom odabiranja:

1. Da li ti odmerci uzeti po odgovarajuc¢em pravilu nose kompletnu informaciju o odabiranom signalu?

2. Da li se na osnovu tih odmeraka moze rekonstruisati originalni signal i pod kojim uslovima?

3. Koja su to pravila i uslovi?

Odgovor daje TEOREMA O ODABIRANJU

atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 48

prof dr Lazar Saranovac
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TEOREMA ODABIRANJA

Digresija: da vas ne zbuni
Do sada nam bila periodi¢nost signala T, = Z—"
0

Menjamo oznake radi lakSeg pracenja — nadalje periodi¢nost signala T, = i—n
14

\ pIT;End[:yii;flg:!?%l\ljic Digitalna obrada signala - 2022/23 49
49
Teorema odabiranja, malo drugaciji pogled
2
Radimo odabiranje prostoperiodi¢nog realnog signala ¢ija je uestanost wp = I
xp(t) = A cos(wpt + @g)
eJ(Wpt+@o) 4 ,=j(wpt+eo) A . . . 4 A .
x,(t) =A 5 =3 (e](“’l’ o) 4 g=i(@p lpo)) =3 (xcp() + xc;(t) )
Posmatracemo samo xcy (t) i uraditi odabiranje na tom kompleksnom signalu pa éemo znajuci osobine
transformacija lako formirati konacan rezultat.
Di iia: A i(wpt+eo) —j(wpt+pg) A *
igresija: F(xp(0) =F > (e’ pt+9o0) 4 I (@ptteo ) =37 (xcp(t)) + F(xcp (1))
F (xcp(t)) = XCp[jwp] = /%0 u ostalim tatkama = 0
T(xc;(t)) = XC;[—ja)p] = e~J%oy ostalim tatkama = 0
A * . —jwpt : jwpt
xp(t) = E(ch[—jwp] eIt 1XC,[jwy] - e7@Pt)
\ ;r:;i;:rEj;;ﬁi::\)wf)l\lj:( Digitalna obrada signala - 2022/23 50
50
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A

Teorema odabiranja, malo drugaciji pogled

Posmatracemo samo xc,(t) i uraditi odabiranje na tom kompleksnom signalu pa ¢emo znajuéi osobine
transformacija lako formirati konacan rezultat.

21
Odabiranje radimo u ekvidistantnim vremenskim ta¢kama sa razmakom T,. Odnosno sa uéestano$éu ws = T
S

Konacan rezultat treba da nam da informaciju o A, wy, ¢, §to mozemo dobiti iz spekira odabranog signala.

Trazimo spektar odabranog signala.

Odabiranje ¢e biti koherentno (ta¢nija definicija koherentnog odabiranja):

U m perioda signala uzimamo N odmeraka pri ¢emu su m i N celi uzajmno prosti brojevi.
mT, = NTs
Pajei
Nw, = mws

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 51

51

Odabiranjem smo dobili novi signal

(o)

xs(t) = Z xcp (nT5)8(t — nTy)

n=-—oo
Signal je periodi¢an sa periodom mT, = NT;
xc,(nTs + NT) = xcp(nTS + mTp) = xcp(nTy)

Uoditi: ne moze kraca perioda posto su N i m uzajamno prosti brojevi

e R y .2
Periodican signal — primenjujemo CTFS — komponente na u¢estanosti # = %
p

w @p e
Xs[jk E’”) =, fxs(t)e oty = = T f xcp(nTs)s(t—nTS) e mtat

mTp mTp n=0
1 N-1 w 1 N-1 w
—jk=Lt —jk—EnT,
= — f xcp(nT)S(t — nTy)e Tantdt | = — Z f xcp(nTy) e T ™s dt
mT, mT,
n=0 \ mr, n=0 \ mT,
1 N-1 . wp i Pp,2m 1 N-1
=— Z xcp(nTs)e_’km Z xc,(nTs)e”’ s = — Z xc,(nTy)e ¥
mT, mT, mTy,
n=0 n=0
atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 52
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N-1

. (Wp _ 1 —jkz—nn_ 1 j T —jkz—nn j
X [jk(—) _m—TpZ xcp(nTs)e "N ——T el@rtise™ /TN el %o
0

=

-1

n=0 Py

N-
. 1 m—ky .
]—mn Nnel‘/’o — ]Znn )e](po
mT Z mT, Z

P =0
Uociti da ne postoje T, i T U izrazima u sumi. Postoji samo njihov odnos %

Da li u spektru postoji samo jedna linija kao kada smo radili CTFS nad kontinualnim signalom?

Spektar sada ima beskona¢no mnogo linija sa periodom wy.

N—
. ﬁ _ 1 }27m jo
XS[]k(m)]_ TZ Jelvo
n=

N—1
- O\ 1o L oIz (T _N 1 _ 1

k=m =X, [}m(z) —Xs[jwp] _W ( N )ef‘/’o —m—TpeWU ——SeWU ?XC [](up]

o= 1 pl m m+lN N 1 1
. wp . i2 . . i
k=milN =>X_<)~[‘](‘)"I'lil]\])(z)]=X_g[‘]((l~)pil(l.)s =—TZ ] nn )ej(p":m—Te}(‘oO:FS:FSXCp[jwp]
gde je I ceo broj P n=o b
\ plfs;iﬁyi;jaflg:ya?%t;c Digitalna obrada signala - 2022/23 53

53

Da vas ne zbuni posto znate teoremu odabiranja. Odabirali smo kompleksan signal sa pozitivnom ucestanoscéu.
N-1

w 1 2T 1 . 2T .
- X3 [jk (—p)] =— Z xcy(nTy)e W™ = — Z e~JwsnTso Iy =j0o
Da smo odabirali kompleksan mT, & mT, p &
signal sa negativnom ucestanoscu

N-—
—m-— k
E —j—mn ]k T, —J<P0= 1 E erm N e_j‘po
mT mT, L

I od njega bi postojale komponente na ucestanostima
1 .
k=-m=*IN = stcp[—]wp]
,»Pravi‘ spektar naSe odabrane realne sinusoide je zbir ovih spektara.

Sta smo dobili
1. Periodican spektar. Preslikan originalni spektar oko ucestanosti +lws.

2. Komponenta sa pozitivnom ucestano$¢u u spektru daje spektralne linije na u¢estanostima
, 205 + wp, —ws + Wy, Wy, Ws + Wy, 205 + Wy, ...

3.Komponenta sa negativnom ucestano$¢u u spektru daje spektralne linije na u¢estanostima
o T205 — Wy, —Wg — Wp, ~Wp, Ws — Wp, 205 — W, .-

Amplitude je skalirana, ali ako to znamo dobili smo ,,ta¢ne* informacije.
Mozemo rekonstruisati signal. Za rekonstrukciju samo osnovni spektar.

\ Kateurra ,Zav ele‘lfqomkvu Digitalna obrada signala - 2022/23 54
prof dr Lazar Saranovac
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Dali je bas sve

Za podetak radi jednostavnosti: m=1, odabiranje u jednoj periodi Xs[jkw,] = — o2 eJ‘PO

UZIMAMO SAMO JEDAN ODMERAK U PERIODI N=1

tako? I da li postoje neka dodatna pravila za izbor m i N 0sim da su uzajamno prosti?

N-1

1
Tp n=0

PRVISLUCAJ

ws = Wy
e -z,m(i;k) ; el®o
Xs[jka)p] = T_ J 1 /el%o = - 2 bilo koje k, ukljucujuci k = 0

p

e~ %o

ejzrm(_ll_k)e—/(ﬂn =

Mi ZM

1
X:[jkwy] = T za bilo koje k, ukljutujuéi k = 0

=0 14
o¢igledno k=0. Kao da smo odabirali jednosmerni signal.

3

Osnovni spektar j

o

Ne postoji informacija o fazi, a amplituda je odredena pocetnim faznim stavom
odnosno trenutkom kada smo uzeli odmerak.

MoraN > 1
< p*f;;iﬁ'ii;f'gg;ﬂ";:c Digitalna obrada signala - 2022/23 55
55
Amplitudski spektar ali strelice da ne
zaboravimo da su to vektori koji
originalni imaju suprotan fazni stav
.. -wp R Wp w
Originalna
replika
Sta se desilo Ows
~Wp Wp uS
Ws = Wy Prva pozitivna
replika
1ws Sumiranje vektora
PREKLAPANJE SPEKTARA Wmwp 20, @
(REPLIKA) .
Prva negativna | eiP0  e—i®o 3
replika | T + T = . C05Po
-lw, 2 P P
-2Wp -Ws=-Wp w
sova T T I T 7
2w, -Wp wp  2wp 3wy W
\ plf:;iﬁrij;i';i}:(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 56
56
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A

DRUGI SLUCAJ

UZIMAMO DVA ODMERKA U JEDNOJ PERIODI N =2

Ws = 2wy
0 za parno k

N-
1
= — ]Znn 2 ) je =
[]kwp T, Z e {Zef‘pO/T za neparno k i pozitivno i negativno

1 N-
]kwp] — T_Z ]Znn

Neparno pozitivno k, dolazi do preklapanja i sabiranja replika spektralnih linija. Postoje za isto k

zaparno k

0
za neparno k i pozitivno i negativno

6‘ —j®o = “jp
27190 /T,

. . s 2 . . 1
Xopljkw,] = Xs[jkw, ] + X3 [jkw,]| = T (e/%0 + e=J90)= ™ cos(¢g)
p p

Ne postoji informacija o fazi, a amplituda je odredena pocetnim
faznim stavom odnosno trenutkom kada smo uzeli odmerak

Mora N > 2
57

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

prof dr Lazar Saranovac
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originalni
-Wp w, o
Sta se desilo
Originalna
replika
Sumiranje vektora
“Wp Wp
s = 2wp Prva pozitivna | elPo o —JjPo 2
replika 3 = =COS @y
P : T, T, T,
PREKLAPANJE SPEKTARA W 2wy 3wy w
(REPLIKA) » |
Druga pozitivna 3
replika 3 T
3w, 4w, 5w, W
SUMA T
Wp pr 3(,0,3 (,J
58
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TRECI SLUCAJ

U JEDNOJ PERIODI UZIMAMO N > 2 ODMERAKA

N—

1
Xs[jk(up] = T_
P

n=

1
ejznn(l;l\lk)ej(l’o =
0

ws = Nw,,

p

1- ejzn(

za ostale

)

k

Tp 1— ejZTT(

. Jeo /T, k=-+,—2N+1,-N+1,1,N+1,2N +1,...
XS[]k(l)p]z{e O/S 4 + 4 + [ + 4 + 4

za ostale k

. =Jj®Po =w. -2N=1-=N—=1— — -1 ..
X;[kap]={e O/Ts k=-,-2N-1,-N—-1,-1,N-1,2N -1,

Ne postoji preklapanje spektralnih linija

Imamo ,,taéne* informacije i o amplitudi i o fazi. U bilo kojoj replici.

1-k

N

i\ N
el 1-— (ejZ”(lTk)) el®o 1 — gizm(1-k)

)

Katedra za elektroniku R
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 59
59
originalni
“Wp Wy w
Sta se desilo
Originalna
replika
ws = Nwy, Wy wp Lu
Prva pozitivna 1 i
> replika |
ZNACI MORAN > 2 P ‘ | T
Nw, w
U slucaju kada odmerke uzimamo Prva negativna
u jednoj periodi m=1, mora replika
ws > 2wy, Now, o
SUMA T ‘ T
-Nwp Wy wp Nwp w
Katedra za elektroniku o L .
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 60
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Uocite nesto

Ako uzmemo samo spektralne linije u osnovnom delu spektra i na osnovu njih rekonstruiSemo signal A=1

le joo . 1el®Po . 1
X () == —e Jopt 4 T e/ort = Fscos(wpt + ¢o)
Ali isto tako
1 N-1
1 a2\
er(t) = Z T_Z xp(nTS)e TN elkwpt
k=—1\ P n=0
N-1 N-1
1 o 1 _om
Xpp () = T Z xp(nT)e N" e™/@vt 4 T Z xp(nTs)e TN ™ e/ vt
P n=o P n=o
N-1
2 2r
Xpp(t) = T_p Z xp(nT) cos | wpt — ~ "

n=0
Pomocu odmeraka moguce je rekonstruisati originalni signal. Jednozna¢no je odreden.

N-1
. L. 1 2 21
Proverite da li je —cos(wpt + @) == Z xp(nT) cos | wpt ——n
Ts Ty N

n=0
\ plfs;c(ﬂ'i;jafIgg,ya?gl\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 61
61
Da li je jednako?
N-1
2 ) .
x(t) = cos(wpt + @) X (t) = T Z x(iTy) cos ((‘)p(t - lTs))
P =0
Na puno razli¢itih na¢ina moze da se pokaze
N-1
2 . .
x.(t) = NT. Z x(iTy) cos (wp (t— lTs))
S =0
) N-1
x,-(t) = NT. Z cos(a)piTS + (po) cos (a)p(t - iTS))
$ =0
N-1
x-(t) = NT, Z cos((uplT + ¢o) cos (wp(t —iT, ))
N-
1
x-(t) = T, Z E(cos ((UplT + @o + w, (t —iT, )) +cos (a)plT + @ — wp(t —IiT. ))) O
i=0
N-1 N—
1 1 Ar,
x(t) = NT, (cos(wpt +®0) +cos(2wpiTs + @y — a)pt)) = cos(wp Z ( 14+ @o — wpt)
i=0 i=0
\ plf::julrij;;';i}:(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 62
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A

CETVRTI SLUCAJ
UZIMAMO N > 2 ODMERAKA ali u vise perioda

Nw, = muws

Koheretno odabiranje, N i m uzajamno prosti brojevi, ws; > 2w,

N-1 : (M=l . .
()] = L ) o, e 1= IO e ey
mlp n=0 mlp 1 efz”(mT_k mTy 1-— 972”(mT_k)

o (9p\] _ Jel®o /Ty k=-+,—2N+m,—N +m,m,N + m, 2N +m, ...
X ljk|—)| =
m 0 za ostale k

x: [jk (&)] _ {e‘j‘PO/TS k=-,—2N—m,—N —m,—m,N —m,2N —m, ...
m 0 za ostale k

Ne postoji preklapanje spektralnih linija

Imamo ,,ta¢ne* informacije i o amplitudi i o fazi. U bilo kojoj replici.

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

originalni
Sta se desilo
Wp Wp w
mws = Nw,y,
Originalna
Nw .
ws = P 2w, rep_llka_
na m-toj poziciji
-m(wym)  M(wy/m) w
—>2 1
m
Prva pozitivna
replika

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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PETI SLUCAJ - DA LI BAS MORA w; > 2w,
UZIMAMO N > 2 ODMERAKA ali u vise perioda

Nw, = mws
Koheretno odabiranje, N i m uzajamno prosti brojevi, ali w; < 2w,

Nista se nije promenilo?

. 1 '~ m-ky el®o 1 — (efz”(mT_k))N eJPo 1 — eJ2n(m—k)
Xs[jk(_p)]:_TZeﬂnn(‘N )eﬂpo:_T.—m_k: _T—m—k \/
m mpn=0 mip 1 ejzn( N mip 1—eJ2n( N )
X [jk(ﬁ)] _ e/ k=-,-2N+m,—N+mmN+m2N +m,.. \/
$ m 0 za ostale k
oo (@ “J¢oyTy k=-,—2N—m,—N —m,—m,N —m, 2N —m, ..
X [ k _p ] = e / S ’ ] ) ] ] ]
s (m) 0 za ostale k V
Ne postoji preklapanje spektralnih linija V
Imamo ,,ta¢ne* informacije i o amplitudi i o fazi. U bilo kojoj replici. \/
\ ;;Eed(:»riazza;lggra?%i\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 65
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Imamo ta¢ne informacije pod uslovom da nema ,,preklapanja“
Preklapanja nece biti ako ne postoje celi brojevi | i k takvi da je moguca jednakost
INtm=kN+tm
k—1 -k
IN+m=kN+m IN-m=kN-m lN+m=kN—m=>m=NT lN—m=kN+m:>m:NT
Nije moguce ako su m i N uzajamno prosti brojevi
Znaci bitno je koliko odmeraka N uzimamo a
N
wg = ;(I)p
moze biti izborom m i
wg < wy
a da ipak imamo ,,tacne* informacije.
PODODABIRANJE - UNDERSAMPLING

\ pl:(?;zdrri;;;I;é:g:’t;c Digitalna obrada signala - 2022/23 66
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originalni

Sta se desilo

Originalna replika

S

— na m-toj poziciji
mws = Nw,, j pozicij
-m(wy/m) m(wp/m)
Naw, 5 Prva pozitivna i
Wy =— < 2w replika 3
S m p p 3
N(wp/m)
— < 2 4 ¥
Prva negativna |
replika ;
Informacija znaci postojiiu |
harmonicima najblizim ordinati w = 0 -N(wp/m)
Suma
Katedra za elektroniku R
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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originalni
—O0-0-0-0-0-0F-0-0-0-O—
PODODABIRANJE N AWO*’—'%
Originalna replika
na m-toj poziciji
N=3, m=5
—0-0-0-0-0-0XSF0-0-0-0—
3 123456789
wg = 5 wp T | |
Prva, druga, tre¢a | | |
pozitivna replika : : :
Svesni §ta se radi i gde se o¢ekuje spektar
| | (-
Prva, druga, treca : : :
negativna replika | | |
O |
Suma I I '
| | |
Katedra za elektroniku o o
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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Sve §to smo izveli vazi i za periodi¢an signal koji ima viSe harmonijskih komponenti.
Uslovi da nema preklapanja spektara odnose se na harmonijsku komponentu sa najvisom ucestanoséu
Broj komponenti 10.
45
al s N\ Ukupan broj tacaka u kojima je signal nacrtan je 10000. To
| k‘. | znaci da je najviSa harmonijska komponenta zastupljena sa
35]] | [ oko 1000 tacaka.
| |
| | |
37 | ‘ S .
\ | Teorema odbiranja je zadovoljena.
25 \‘ |
.l { .‘ Nema artefakata nastalih od eventualnog preklapanja spektara.
\ \
| |
| . -
157 | | Slika je korektna.
oF
0.5
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
: a elektronik
< p}f;;iﬁ'ii;f ga:';?w?v;c Digitalna obrada signala - 2022/23 69
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A §ta sa aperiodi¢nim signalima?

CTFT — Continuous Time Fourier Transform

Ako je x(t) aperiodi¢na funkcija onda CTFT = CTFS — (t — )

+0oo

X(jw) = f x(t)e I®tdt

—o00

+00
1 ,
= — i jot
x(t) o7 f X(jw)e! dw

X(jw) Kompleksna veli¢ina

CTFS - signal neogranicen u vremenu
- spektar linijski i moze biti i ograni¢en i neograniéen u frekvencijskom domenu

CTFT - signal moze biti i ograni¢en i neogranicen u vremenu
- spektar kontinualan i moze biti i ogranien i neogranicen u frekvencijskom domenu

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 71

Da li je ovo apsolutno novo i da li postoji veza?

CTFS CTFT
+00 +oo
Periodi¢an signal  x(t) = Z X[jkwg)eskwot  transformacija X(jw) = f x(t)e J@tdt
k=— —o0
Neka je spektar nekog ,,aperiodicnog® signala ro s i
X(jw) = 2n8(w — kw,) X(jw) = f < Z X[fkwo]ejkwot> e J@tdt
—0 k=—oc

Rekonstrukcija tog signala je

+oo 400 +00
1 . . .
x(t):Z j X(ja))e]wtdw X(jw)z Z X[jkwo] f elkwot p—jot g¢
—0 k=—o0 —o0 T
+00

Kako izracunati?

1 . .
x(t) = — f 218 (w — kwy)e/®tdw = e/k@ot >
2 0 Sta je ovo?

Znaéi Furijeova transformacija signala  e/k@ot Furijeova transformacija &ega?
jednakaje 276 (w — kwy) o
XGo) =2m ) Xljkaol 6@ — koo) | Veza
k=—
f .




Digresija:

U vecini, prakti¢no kod svih realnih, slu¢ajeva smemo
da radimo zamenu redosleda sumiranja i-ili sumiranja i
integrala posto su sume konvergentne

@ Katedra za CICKITO”IkU Digitalna obrada signala - 2022/23
prof dr Lazar Saranovac
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PARSEVALOVA TEOREMA ZA CTFT

CTFT — energije su jednake u vremenskom i frekvencijskom domenu
+00 1 +oo
2 - 7 2
[ wora =5 [ xGordo

NAPOMENA: srednja snaga na beskona¢nom intervalu je nula

@ lfat:—:[irra ,ZHV HI%@,"[WM Digitalna obrada signala - 2022/23
prof dr Lazar Saranovac
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A

Periodic¢ni signali

1. Mogu imati beskona¢no mnogo spektralnih linija. Beskonacan spektar.
Moguce koherentno odabiranje.
Preklapanje spektara postoji prilikom odabiranja.

2. Ako je spektar ograni¢en, odnosno ima kona¢no mnogo spektralnih linija do u¢estanosti wg,
mogucde je koherentno odabiranje. Potrebno je obezbediti vise od 2 tacke odabiranja u harmoniku
najvise ucestanosti, odnosno

ws > 2wy

Aperiodi¢ni signali

1. Spektar kontinualan. Beskona¢no mnogo harmonika. MoZe biti beskonacan.
Principski nije moguée koherentno odabiranje.
Preklapanje spektara postoji prilikom odabiranja.

2. Ako je spektar ograni¢en do ucestanosti wy, potrebno je obezbediti viSe od 2 tacke odabiranja u

harmoniku najvise ucestanosti, odnosno
ws > 2wy

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23

75

Rekonstrukcija signala na osnovu spektra

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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Teorema odabiranja + rekonstrukcija signala iz odmeraka

Odabiranje signala x(t)

+00 +oo
() = x(6) Z 5(t —nTy) = Z x(nT,)5(t — nT,)

Spektar CTFT odabranog signala

+00 +00

—0 —0 n=-—oco k=—0c0 k=—o0

Ve¢ videli kod periodi¢nih signala. Sada opste za bilo kakav signal.
Proces odabiranja pravi periodi¢nost spektra.

Digresija: Razvoj periodi¢ne povorke delta impulsa

+o0 +0 +00 +00
X (jw) = f xo(D)e~Iotds = f (x(t) Z 6(t—nTS)> emjotds = f (x(t)Tl Z ef'msf)e-fwfazt=Tl Z X(j(w — ko))

[ee] + 00
1 , y
Z §(t —nTy) = T Z elkast Sta bi sa Parsevalovom teoremom?
n=—oo S k=—0o0
\ ;fs;iﬁ'i;jaflg:;ﬂti Digitalna obrada signala - 2022/23 77
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Teorema odabiranja + rekonstrukcija signala iz odmeraka
1 +00
XGo) = Y X(j( - k)
S k=0
Idealnim filtrom uzimamo samo osnovni deo spektra ~ Y-(jw) = Xs(jw)H(jw)
1 |wl <awy sin(wyt)
H(jw)=? H(w)= = h(t) = F Y (H(jw)) = —2=
() () {0 ol > o, (®) =FH(H(w) = —
Mnozenje u frekvencijskom = konvolucija u vremenskom
+00
x(6) = x5(0) ¥ h(®) = ) X(nTh(t = nTy)
n=-—oo
+0oo . ( (t T)) +00
, sin( w, —n w,
9 9 S g .
x(t) =— x(nT. —=—anT sinc( wy (t — nT,
K0 =22 ) ATy E == ) KT sinc( g (¢ =)
n=-—oo n=-—oo
\ plf:;iﬁrij;i';i}:(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 78
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+ 00 . [}
Wy sin(wy (t —nTy)) wy )
x(t) = - Z x(nTs) W =—= Z x(nTy) sinc( wy (t — nTy))
n=-—oo n=-—0oo
1 i
0.8 “’ "‘
sinc [\ Lako pokazati
interpolaciona funkcija o8 [
w,
04 \‘} l\ Xr (nTs) = ng(nTs)
| |
| |
92 S aako je
. .. N | N
Sinc funkcija s o I
X o 1) T
Nule u tatkama kr, o] NF \v/ \ | J wy = 75 =
Osim za k = 0, gde ima vrednost 1 02 \/ s
1
0.4 x-(nT) = o x(nTs)
10 15 20 25 S

25 20

Moguca je egzaktna rekonstrukcija kontinualnog signala iz njegovih odbiraka.

Uslov: frekvencijski ograni¢en signal i ucestanost odabiranja ws = 2awyg.

Napomena: Na wg spektar jednak nuli. Kako se vec definise wgy. ws > 2wy ili wg = 2wy
Samo teorijski moguce posto nema idealnog NF filtra.

\ plfs;c(ﬂ'i;jafIgg,ya?gl\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 79
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Malo uobicajenih matematickih igranja
Rekonstrukcija prostoperiodi¢nog signala
x(t) = cos(wpt + (po)
; N-1
J€ 2 2
Xpp(t) = — Z x,(nTs) cos | wyt ——n
T, N
n=0
Rekonstrukcija aperiodi¢nog signala
+ 00 +0o0
© wgz (T)sin(wg(t—nTs)) wgz (T si T
x(t) =— x(nT) —————=— x(nTs) sinc(wy(t —n
r p s (ug(t —nTy) s ( g( )
n=—oo n=—oo
Da li je ovo isto ako bi u drugom slu¢aju smatrali da je signal ipak prostoperiodi¢an i da je
Wy = Wy
NT; =T,
\ plf::julrij;;';i}:?(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 80
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A

+00

g sin (a)p (t— nTS)) 2 R sin (wp(t - nTS))
X () = P Z X(nTS)W = T_p Z x(nTs)W

n=-—oco n=-—oo

Zbog periodiénosti x(nTy) = x(nTs + N)

w,(t — (i + nN)Ty)

Z T) i sin (wp(t -+ nN)TS))

. . +a)p
. sin (wp(t -+ nN)TS)) _ 1 —j((i+nN)Ts)w , jwrt
Kako je - =5 e $9e/P dw
w, (t — (i +nN)Ts) 2wy

—-wp

Inverzna Furijeova transformacija pravouganog oblika frekvencijske karakteristike

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

2 N-1 400 1 +wp
x-(t) = T Z x(iTy) Z T f e~ J((HNNTw gjot 4,
Pi=o n=—oo P —wp
5 ¥t L +wp +oo
xr(t) = T Z x(iTy) o f e~ JiTw ( Z e—j(nNTs)w> eJ®tde
Pi=o @p -wp n=-—oo
1 e moe 2
i(i n s .
xr(t) Z_Z X(lTs) J e_](’-Ts)w (_ Z 5<(u—m )> eJ“’tdw
2 e oy NT; = NT,

+wp oo

N-1
1 L ,
x.(t) = Z x(iTy) f e'](LTS)“’< Z §(w— ma)p)> el®tdw
NTy ¢ 4
F=

-_ =—00
wp n

N-1

2 . .

NT, ZO x(iTs) cos (a)p(t — LTS))
=

N-1
2 21
x.(t) = T z x(iTy) cos <wpt — 1W>
P i=o

Digitalna obrada signala - 2022/23

xr(t) =
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A

Preklapanje spektara

Katedra za elektroniku

prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 83
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Bez obzira na tip signala ako je najviSa ucestanost u spektru wg

A

)
14
w

Wy Wy
Odabiranje ws > 2wy

A

N
s -WstWg -Wyg Wy WsWg Ws  WstWy

i

I

|

|

I

I

|

|

|

I

|

|

i
(V)

-Ws-Wyg -

Katedra za elektroniku
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Preklapanje spektara - ALIASING

A
14
-Wyg Wy w
Odabiranje w; < 2w,
|
I
i
i
i
i
i
i
i
i
I \
/ | A )
-Ws-Wygy “Ws -Wg -WstWg Ws-Wg Wy Ws WstWg [}

ANTI-ALIASING FILTER — da bi se sprecila, smanjila, pojava preklapanja spektara
Ne postoji idealan NF filtar koji ¢e ,,anulitari* komponente visokih ucestanosti.
Znati wpyr K W

Pojava ,,uvek postoji“ ali moze da se zanemari.

Katedra za elektroniku N
\ orof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 85
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Da li je moguce izabrati ,,nisku“ ucestanost odabiranja a da ne bude preklapanje spektara?
Pododabiranje — undersampling. Kolika je uCestanost odabiranja?
A
2Wmax < 2Wmin
LA < g < R
n n—1 T
originalni
W
ons| |
Wmax — Wmin N
Win Wmax U)'
Najvece n koje zadovoljava nejednakost A
vodi ka najnizoj ucestanosti odabiranja selimo
Wnin-Aw Wmax-Aw uf
Antialiasing filtar — filtar propusnik opsega u¢estanosti
\ atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 86

prof dr Lazar Saranovac
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Uocite nesto

Ne postoji situacija u kojoj su signali ograni€eni i u vremenskom i u frekvencijskom domenu!

Signal ogranicen u vremenu — beskonacan spektar.

Spektar ogranicen u frekvencijskom domenu — beskonacno trajanje signala.

Neka je spektar signala konacnog trajanja x(t), u vremenu od t; do t,, jednak X (jw) i ograni¢en ucestanoséu wy.
Mnozenjem u frekvencijskom domenu spektra sa funkcijom

1 |l <awy
0 |wl>w,

sin( wg t)

H(jw) = = h(t) = F Y (H(jw)) =

ne menja se spektar. MnoZenje u frekvenciskom, konvolucija u vremenskom.

x(t) = 1(X(]a))H(]a))) =x(t) = —smc(wgt) == f x(7) - sinc (a)g(t — ‘r) =— f x(1) - sinc (wg(t — ‘L'))

Levo - pretpostavka kona¢no u vremenu
Desno — beskona¢no u vremenu zbog beskona¢nog trajanja sinc funkcije. Bez obzira koliko je tu
konvolucionom integralu, u intervalu t; do t, uvek postoji vrednost sinc funkcije.

PRETPOSTAVKA NIJE TACNA

Moze postojati situacija beskonaénog trajanja i beskonacnog spektra. Videli na primeru pravougaonog periodiénog impulsa.

\ pIT;End[:yi;:;'g:;?%‘\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 87
87
- - - . * v -
Primer odabiranja aperiodi¢nog signala
\ ;r:;i;:rEj;;ﬁi::\)wf)l\lj:( Digitalna obrada signala - 2022/23 88
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Principski nije moguce koherentno odabiranje kod aperiodi¢nih signala?

Aperiodi¢an signal — pojavila se samo jedna perioda prostoperiodi¢nog signala.
Nacéi spektar originalnog signala.

i . < ¥ 21
Naci spektar odabranog signala ucestano$¢u w; = rw, =—— TrER

Tp
1 / Y
08 ‘,‘I ‘v“
06 "w,‘
041 ;" “.‘
02 J" ‘\‘
o k\ —
02t \ |
\ |
041 ‘\ [
i o
06 \ /
081 \\ ;“J
1 ‘\ /
) 0 50 100 150 200 250 300
\ plfs;c(ﬂyi;;fIgg,ya?gl\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 89
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+00
X(w) = f x(t)e J@tdt
—00
Do sada radili sa cosx,
q e e . . T, )
nece biti drugacije ni sa Sinx P i(wpt) _ gmilwpt)
Ko = [ L=
2j
0
X(io) 1 [eil@p=0)Tp _ 1 gilwpte)Tp _q
Jw) == - - -
2\ jlwp - o) —j(wp + @)
Tp . Ty . Ty . T, . Tp
p ] Ty e](wp—a))T _ e—](mp—m)T ] T, e_](wpﬂ")? _ e+](wp+w)?
X(jw) -2 e](wp—w)7 . _ e—](cup+w)7 .
j T, T,
7 (= )3 (o + @)
J\wp — @ 2 J\Wp T @ 2
T, : T T, T, : Ty T,
i _p j(wp-w)F | 4 P —jlwptw)E . p
X(jw) == -e’\'P 2 -sinc| (w, —w)—=—|—="-e 4 2 -sinc| (wy + W) —
(o) 2j ( P ) 2 2j ( (4 ) 2
\ plf::julrij;i';i:;;’;‘tl Digitalna obrada signala - 2022/23 90
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X(jw) = ] J(a)p w) 2 - sinc ((wp — (U) ) — ’g_:) . e_j(wp+m)T2—p . sinc ((wp n a)) %)

Beskonacan spektar ali

T, T,
. _'p _
X(jwp) = 2j i X(—jwp) = _Z
Da vas ne zbuni, ra¢unali smo za sinusoidalni signal sa po¢etnim faznim stavom 0.
A ,,ucili“ smo kod realnih signala
(px(—j“’p) = _(px(pr)

I ovde je
T T
Px(=jowp) = TPx(jwp) T ~ (_ 2) =2
. T, T, —iT
X(jap) =F=—"tz= Zp iz
2e/2
. T, T T T, =
X(—jwp) =—E=elztz="2eh2
2] 2e2 2
\ plfs;c(ﬁ'yi;jafIg:'yaoﬂgl\lj;c Digitalna obrada signala - 2022/23 91
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Odabiranje
r-2m R
W =TwW, =—— TE
S 14 Tp

A

Odabrali N tacdaka N = |r]

+0oo
X(jw) = f xs(t)e J0tdt
Tp [N-1
e](wpt) e ](wpt) .
X(jw) = f — 8(t —nTy) | |e /@tdt
0 n=0 J
N-1/Tp . .
e](wp )t _ e j(wp+w)t
X(jw) = z T 8(t — nT,)dt
n=0 J
N-1 e](oup—w)nTS _ e—](wp+w)nTS
X(jw) = Z
=0 2]

Katedra za elektroniku
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N-1

ej((up—w)nTS _ e—j(wp+w)nTs

X(jw) = Z

n=0

2j

1— ej(wp—a))NTS

1—e

—j(wp+w)NTs

X(jw) =2_1]<

1-— ej(mp_“))Ts a 1—

. NT. . NT.
1 ([ eior ) (o)

X(jw) =

. NT, . NT, .
_ oop-o jwpra) s j(wpte)

)

e~ J(wptw)Ts

NTs

. NT.
2" _ o (wpre)z?

i ; T ; T, : T, ;
2j\ gilop=w)z  gmilwp=e)z _ ileop-w)y o

. NT.
o sin ((wp — w) ==

1 ) 0
X(jw) =5 )

Ty
2

Katedra za elektroniku

> _ e—j(wp—w)% .

Ts . T. ] T,
(“’p*’“’)fs el(wp+“’)7s _ e—l(“’p+“’)7s

sin ((w,, + w)%)
sin ((w,, + w)%)
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Da malo sredimo
T, . Ty T, T, . Ty T,
X(w) = 2—5’, el (@r=9)7 ginc ((wp - w) 7”) - 2—;’, e (@t )7 ginc ((wp + ) %’)
bis (wy—w)—- T T —jlwptw) = b
X(jw) = ]? . e](wp fu)(up . sinc ((wp — a)) w_> _j? e j(wp w)am . sinc((wp + w) w_>
p p p p
Da malo sredimo NT NT
: — o) s ; Nis
1 . (N=1)T, sin ((wp a)) ) ' (N-DT, sin <(a)p + w) ) >
X(jo) = o eJ(wp=0)=—— — e (wpmw) ===
/ sin <(a)p - a)) %) sin <(a)p + w) %)
. ks . s
X(w) = i ej(wp—w)(’v—l)ﬁ . Sln<(wp_w)Nrwp> B i —j(wp+w)(N—1)% ' sm<(wp+w),.wp>
2j sin<(wp—a))&> 2j sin<(wp+w)ﬁ>
Xy = X SO WD SinC<(wp—w)Nﬁ> N —iopra)N-D Sin5<(wp+w)ﬁ>
jw) =—e — - —e Ny Y
2J sinc((wp—w)#> 2J sinc<(wp+w)#>
T p*fj;i‘f'i;;;';gg’;‘tauc Digitalna obrada signala - 2022/23 94
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Ponovo

s i(wy—w)2— s T —jlwp+w)= T
X(jw) =—- e](wp w)“’l’ - sinc (wp — w)— ——-e i w)"’P - sinc (a)p + a)) —
JWp Wy ) JWp Wp

(om—w) (N—1)T— sinc((wp—w)N%> (ot w) (N=1)-"— sinC((wp+a))rZ )
X(jw) = 2_"; ej(wp w)( )mp X ) N j(wp+w)( )mp ) »

sinc((wp—w)rzp> 2 sinc((wp+w)rzp>

Nejednakost spektara

— crveni spektar je beskonacan

— odabiranje vodi ka preklapanju spektara

— plavi spektar je takode beskonacan i periodicno ponovljen

Katedra za elektroniku
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s i(wp—w)—— s T —j Tz T
X(jw) =—- e/7 0 sinc (wp—w)—|———"-¢ Torte)ay,  sinc (wp + w)—
JWp wp | JWp Wp

Na ucestanosti w = kw, k € Z i k # 1 spektar jednak 0.
Da bi ocuvali prilikom preklapanja spektara harmonijsku komponentu na osnovnoj uéestanosti
sa ws =Tw, Morair € Z , kao i da ostanu 0 na kw,

Tosevidiiiz

. . j(wp—w)(N—l)% sinc((aw—w)N%) . —j(wp+w)(N—1)% sinc((wp+w)rzp>
X(](L))zz—je p'—>—2—j€ p'—n

sinc((oup—cu)T;r sinc((wp+a))rw
14 14

Da bi na ucestanostima kw = kwy, i k # 11 spektar odabranog signala bio 0
mora r = N odnosno r mora biti ceo broj odnosno mora biti ,,koherentno odmeravanje“. A ako jeste

. s
sinc Wy —W)—
l T ei(wp—w)(N—l)Npr <( P )wp> _l T —j(wp+w)(N—1)Npr

sinc ((w,, o) gp)

X(jw) =

Katedra za elektroniku
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sJ@p sinc <(wp — w) %) sJ@p sinc <(wp + a)) %)
p 4
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A

Realna rekonstrukcija signala

Katedra za elektroniku
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Nema delta impulsa u prirodi. Realna rekonstrukcija DA konvertorom.
1 1 T T T
08 o8l
06 06
04r 04
02} o2}
0 0
02r 02F
0.4f 0.4
06T 06}
08f o8t i
| A
2 3 4 5 6 7 8 10 0 1 4 5 6 7 8 9 10
Zero order hold
atedra za elek k
\ pl:::jrhlis; ;a:'ra[\]wrgyl\/;c Digitalna obrada signala - 2022/23 98
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+0o0 +0o

w
x5(t) = Z x(nTg)8(t — nTy) Idealnim filtrom x-(t) = ?‘g Z x(nTs) sinc( wg (t — nTs))
n=-—oo n=-—oo
< 1 0 T,
<t<
Xaon(®) = . XTI ho(t — ;) ho(0) = {0 osest
n=-—oo N

+00 400

Xzon(w) = f ( Z x(nTg)hy(t — nTg))E_jwtdt

—0 \n=-oo

too [t +00 (n+1)nTs
Xzon(jw) = Z j x(nTho(t — nTy)e I@tdt | = Z x(nTy) f e—jotgt
TP \-® —® nTs
+o0 ] o
j el —1 s wT, )
Xzoh(jw) = Z x(nTS)e—]mnTs . T =e/ 25 - Ts « sinc (Ts> . Z x(nTs)e_l“st
n=me ! n=—oo

Katedra za elektroniku
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Uoditi
400 . +0oo
. e 10T — 1 iwTs wT, .
Xzon(jw) = Z x(nTy)e fonts .=~ — 77 . T, sinc( 25) . z x(nT,)e JonTs
n=—oco Jw n=-oco
400 1 +0o
D xTe o = Fla (@) =7 > X(jlw - kay)
n=-—oo S k=—0o0
wT, T. i
XS w
X,on(Gw) = e™772 - sinc (Ts) . Z X(j(w - kawy))
k=—c0
Umesto idelnog filtra filtriramo sa filtrom ¢ija je karakteristika oblika sinc funkcije
Digresija - do istog rezultata: +o0
Xon() = ho(9) = )" x(nTB(t —nTy)
n=-—oo
Konvolucija u vremenskom, mozenje u frekvencijskom.

\ atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 100
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0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

02

0.1

Plavo idealan
Crveno kolo zadrske nultog reda

1

i N 1 09
v N 1 08r
071
1 061
051
041
e 03}
02f /-

017

0
08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5

Do wg Do 2wy

Ni osnovni spektar neée biti reprodukovan kako treba.
U rekonstrukciji ucestvuju i replike spektara, VF.
Znaci NF filtar na izlazu. Analogni.

Katedra za elektroniku
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101
A pre DA konvertora filtar u frekvencijskom domenu.
Manipulacija nad spektralnim linijama.
16
1471 /
12 j /
1 S — /\ 4
Y
0.8
RS
0.6
04 /
0.2 / 4
N\
" AN
-1 0.8 06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
wTg
w
1 — 2 jel<=
] = — = . wT,
[XpirGw)l T, Sm( 25) 2
ane(%F)
0 |w| > wg
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 102
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Diskretni signali

Katedra za elektroniku R 5 5
\ prof dr Lazar Saranovac Digitalna obrada signala - 2022/23 103
103
Uodciti
Kada smo odabirali prostoperiodi¢an kompleksan signal
1 N-1 2 1 N-1 2 1 N-1 2 2 1 N-1 (m k)
1 (“2)] = _Z —jkSm _ _Z jwsnTy ,=ikan jgo — _z L A P _Z jern(TKY i
Xs[jk(m)]_mTp xc,(nTs)e "N _mTp e/ Wstlse™ /"N e O_mTp e’N""e /N e o_mTp e N Jel®o
n=0 n=0 n=0 n=0
Izgubila se dimenzija vremena
Za raunanje nam treba samo m i N iz Nw, = maws
Sustinski: nije nam trebalo ni m. Bitno da je koherentno odmeravanje i da smo dobili periodi¢an signal odmeravanjem
1 N-1 2
“r)| = D) = — Z i
Xs [k (m)] =Xs [k (N )] T NT, xep(nTs)e "N ..
n=0
Da smo samo ovako racunali sa odmercima dobili bi harmonik na u¢estanosti
—m (Y
Wp =m (N)
odnosno saznali bi i m
Zbog ovoga za racun sa periodi¢nim odmercima koristimo DTFT
\_ plf:;(:ﬁr ij;;ﬁi::m‘t:{ Digitalna obrada signala - 2022/23 104
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DTFS — Discrete Time Fourier Series

. 2
x[n]  periodi¢an diskretan niz sa periodom Ni  Q, = N

neg+N-1 . o . T .

jnfyk Spektar je beskonacan i periodi¢an sa periodom 21
Xkl =5 Z x[n]e” " Periodi¢nost i u jednom i u drugom domenu
n=ng
N-1 U opsegu 0 do 2.
x[n]l= ) X[k]e/kwn Ako gledamo u opsegu —m do 7
k=0 isti rezultat samo su granice sume drugacije.

Parsevalova teorema

N-1

N-1

1 Snage su jednake

- 2 _ 2

N Z}Ix[n]l Z IXIKII® S AMO U OSNOVNOM OPSEGU HARMONIKA
n=

k=0
2m S wg
Veza sa realnim svetom 2n
Q, = N
© Sada uobicajeno
X[kl = X[kQ,] = X[jkQ,] = X [jk (22)] pisanje X [k]
\ plfs;iﬁyi;jaflg:;?w?\lj:c Digitalna obrada signala - 2022/23 105
105
Ono $to vas ponekad zbuni je ova periodi¢nost 2m posto se to javljaiu
w = 2nf
1 to+To 1 to+To
X[jkw,] = = f x(t)e Tkwoptdr = = f x(t)e IRemhtar = X[jkf, |
0 to 0 to
Da smo odabirali periodi¢an signal uéestanosti f koherentno sa uéestano$¢u f; u N tacaka
N-1
f:s‘ 1 —jk21r&t 1 —ijn&t
X, |k V= X [k] = NT xs(t)e Ndt = NT x;(nTs)6(t —nTy) |e N dt
¥ NT S N1, \n=0
N-1 N-1
1 —jk2n£t 1 —jk2TL’énT5
=0 Z X (nT)8(t — nTy)e /mtdr | = Xo(nTy) e /2TNTs gy
¥ n=0 \NT, ¥ n=0 \NT,
N-1 N-1 N-1
1 —ijn&nTs 1 —ijn'énl 1 _ 2T
= — T. —-e N = Z T N'fs — —_ Z T Jjk N
NT, Z xs(nTy)e NT, 2 xcy(nTy)e s NT, 2 xcp(nTy)e
n=0 n=0 n=0
Isti krajnji izraz
\_ plf:;(:ﬁr ij;;ﬁi::m‘t:{ Digitalna obrada signala - 2022/23 106
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Prema tome veza sa realnim svetom

2T © Wy 2 < fs
o ILI 21
Q, = N Fp= N
X1k] = x[k0,] o x [ ()] X1 = x[k5,] < x [k (F)]

rad

Pimer: Radili sa f¢ = 1 kHz (1000 - 27 —) uN = 1000 tacaka.
Dobili harmonik na k = 100 odnosno na =

Realna ucestanost koja tome odgovara f, = kfs =100Hz ili w, =k—==100-2m rad
. .m . nf
Wi fi == = fs + 2m odnosno f,. = = -~ = 100 Hz.
Iliwr+§= ws + 27 0dnosno w; ZE 5 -100-2n @
\ ;fs;iﬁ'i;jaflg:;ﬂti Digitalna obrada signala - 2022/23 107
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DTFT — Discrete Time Fourier Transform
Na sli¢an na¢in kao i CTFT iz CTFS ili CTFT diskretizacijom i izbacivanja vremenske zavisnosti
x[n] aperiodi¢an diskretan niz
+0o
X(jo) = Z x[n]e /9 Spektar je beskonacan i periodi¢an sa periodom 21
n=-—o0o
1 21
x[n X(Q)e/™da
() = 5= [ xGoy
0
Parsevalova teorema
2
Z [x[n]|? = — |X(_]Q)|2 dQ Energije su jednake
n=—oo Spektralne komponente samo u osnovnom opsegu
Veza sa realnim svetom ista kao kod DTFS
\ plf:;iﬁrij;i';i}:(;)‘ti Digitalna obrada signala - 2022/23 108
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Z transformacija

x[n] diskretan niz

X(z) = Z x[n]z™™

n=-oo

h[n] diskretan niz dobijen diskretizacijom impulsnog odziva sistema
Z transformacija — funkcija prenosa sistema u z domenu

+00
H(z) = Z h[n]z~"

Uoditi n=—oo

7 = el"+jQ — el"ejﬂ — rejﬂ

X(2) = Z x[n]z™" = Z (x[n]e-F")e-fﬂ"rix(jQ) DTFT

Cesta notacija kada se radi sa diskretnim nizovima i z transformacijom

X(2) = X(e/?) - X(jQ)

Ravnopravno ¢emo ih koristiti. X (/) kada budemo radili sa z transformacijama.

\ pIT;End[:yi;:;'g:;?%‘\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 109
109
. .o
Veze izmedu transformacija
\ atedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 110
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Veza CTFT i CTFS
+00

Xerrr(jw) = 21 Z Xcrrs|jkwp] 8(w — kw)y)

k=—0o0

Veza DTFS i CTFS

+00
1

Xores[jkQp]| = 3 Z Xerrs[j(kwp, — nws)]
S

n=-—oo

Veza DTFT i CTFT

+00
1
Xprer(GQ) = T Z Xerrr(j(w — nwy))
S

n=-oo

Veza DTFT i DTFS

+0o
Xprer(jO) = 21 Z XDTps[ijp] s(a- kﬂp)
adi k=—c0
@ ;fsrd[:yi;:aflg:;?%t:c Digitalna obrada signala - 2022/23 11
111
Sistem za digitalnu obradu signala
@ plf:;i;:rEj;;IZi::‘)gti Digitalna obrada signala - 2022/23 112
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Fizicki
svet

Katedra za elektroniku
prof dr Lazar Saranovac

Kako izgleda realan sistem za digitalnu analizu signala

fizicka elektri¢na obradena
veli¢ina veli¢ina

senzor filtar S/H

odmerci
 veligina brojevi

Offline — informacije mozemo da saznamo ,,kada god* OBRADA

Online — informacije saznajemo ,,odmah*

INFORMACIJA

Digitalna obrada signala - 2022/23 113

113

Fizicki
svet

prof dr Lazar Saranovac

Kako izgleda realan sistem za digitalnu sintezu signala

— INFORMACIJA

OBRADA

aktuator filtar zadrska

brojevi

7ﬁ7Ziéka i odmerci
veli¢ina obradena. slektrlcna
veli¢ina
Katedra za elektroniku il obrac gl - 2072125 N

114
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Kako izgleda kompletan realan sistem za digitalnu obradu signala

fizicka elektri¢na obr.ac'iena g .
_ veli¢ina velicina____ selicing e brojevi
senzor filtar S/H
Fizigki Rad u realnom vremenu
et OBRADA
S aktuator filtar zadrska _—
fizicka .. odmercli brOJeVI
veligina obradena elektri¢na
veli¢ina
%
\ p}fs;eddrris;lggg:\ljsc Digitalna obrada signala - 2022/23 115
115
RAD U REALNOM VREMENU - Potreba za ,,efikasnim® racunanjem
,,Odgovor* najkasnije u definisanom vremenskom intervalu.
odabiranje I‘ [
>y
Ts Ts Ts Ts
ldealno odabiranje
Vreme za proracun nula
o
odgovor i i i i l
Realno - posle svakog odmerka sabirani
Vreme za proracun < Tg odaniranje [ [ [ [ [
Y
odgovor l l l l l
Realno — posle n odmeraka o
Vreme za proraéun odabiranje
po odmerku < Tg ‘
Tt
odgovor l l
%
4 Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 116
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Cilj

Sto efikasnije, taénije, brze, ...
dobiti, obraditi, proslediti informacije.

Efikasnije — sa $to manje raunarskih resursa.
Tacnije — nema idelnih filtara, diskretizacija po amplitudi, Sum, ....
Brze — da zadovoljimo uslove realnog vremena

\ pﬁ;;ﬂ'i;jaflg:;?%l\lj:c Digitalna obrada signala - 2022/23 117
117
Primeri zadataka na ispitu
Zadatak 1 (20 poena)
9
T2 freeeepeeeey
-a -al2 w ‘
a-al2 | a2 a w l J a2 a w
————————— -1/2
Slika 1.a Slika 1.b
Pretpostavljena amplitudska i fazna karakteristika spektra fizickog signala iz kojeg je potrebno dobiti informacije prikazane su na
slikama 1a i 1b respektivno. Informacija se dobija iz vrednosti amplituda. Potrebno je projektovati sistem za digitalnu obradu
signala koji na osnovu informacija iz fizickog signala generise izlazni signal po nekom algoritmu. Usled nesavr$enosti, senzor
fizickog signala unosi harmonijske komponente i na ucestanostima ve¢im od a. lzlazni signal ne sme da sadrzi harmonijske
komponente vise od 2a.
a) [5] Nacrtajte Semu potrebnog sistema za digitalnu obradu signala i ukratko objasnite ulogu svakog bloka na semi.
b) [2] Odrediti minimalnu ucestanost odabiranja koja je potrebna da bi se dobila kompletna informacija o ulaznom signalu.
c) [5] Izracunajte signale y; [n] i y,[n] koji se dobijaju ako se ulazni signal x(t) odabira u¢estano$¢u w; = 2a odnosno w, = 4a.
d) [3] Nacrtajte spektar signala y[n] koji se dobija ako se ulazni signal x(t) odabira u¢estanoséu 3a/2.
e) [5] Koliko je najmanje potrebno uzeti tacaka za ra¢unanje DFTa ako je uéestanost odabiranja 83a/7 da ne bi doslo do curenja spektra?
\ ‘r:;?:’Ej;;lgi::;’xi Digitalna obrada signala - 2022/23 118
118
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a) Slajd 114.

b) ws > 2a. Nije ws = 2a posto postoji harmonijska komponenta na a.

c) ej(%ﬁ—%) + e_j(%“—%) ej(aH—%) + e_j(aﬁ—%)
x(t) = A1 + A2
2 2
(a 2m T (a 2m T . 2n | . 2n |
e’(i"ia+§).+ g"(i"EE+7) el(a"Ea+§).+ e‘f(“"za+7)
y1[n] = Al > + A2
i(543) 4 - 1(5+3) i(nm+3) 4 g=i(nm+3) .
_ 18 2e +azt ze — A1 cos ((n +1) g) Preklapanje spektara
(a 2m T (a 2m T T i( an2T T
e](2n4a+2) + e_](2n4a+2) e’(an4a+2) + e‘](“"4a+2)
yz[n] = A1 + A2
e](nzTn*—%) + e_j(n?Tn*—%) e](%-'—%) + e_j(Tn+g) T T
= Al + A2 =Alcos|(n+2)=)+A2cos((n+1)=
2 2 4 2
\ pﬁmyi;:aflg:;?%”;;c Digitalna obrada signala - 2022/23 119
119
A2
d) N
[ | M .
a -a/2 a/2|| a w
) IR fa 3a ]E _]E i . _]E
! TAZ - 1A 1. X|j E+k7 = Ale’Z + A2e772 = jA1 — jA2 = e /2(42 — A1)
| Al 1AL
JLIT\ \l/\l/l/Tm
-3a/2 3al; w
| A2 2(1‘ 2 3a L _i i
J ! T i H H ] ;:i T 2. X ] a+k7 =A2€]2 + Ale 12 =€]2(A2—A1)
I AT T .-
-6a/2 6a/2 w .

e) U¢i¢emo DFT. Sustina je, da ne bi bilo curenje spektra, odabiranje mora da bude koherentno.

83a 83a
@ _N 7 _Lee VAN
w p % 7 a 7
Eljtaféaka up petr_ioda N=166 tacaka u p=7 p;rtioda4 ) N=83 tacke u p=7 perioda
sz‘lza‘m”" prosti signala ¢iji je period T signala &iji je period %”

N=166
Zadovoljena oba uslova

Katedra za elektroniku
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Zadatak 1 (20 poena)

Dat je signal:

x(t) = cos(2m - 1000 Hz - t) + cos(2m - 1240 Hz - t) + sin(2mw - 1300 Hz - t).

Signal se odabira ucestano$¢u odabiranja f; = 11250 Hz. Potrebno je uraditi frekvencijsku analizu signala x(t) korid¢enjem diskretne
Furijeove transformacije.

a) [3] Napisite izraz za diskretan signal x[n], dobijen diskretizacijom signala x(t) u N tacaka.
b) [7] Odredite minimalan broj odbiraka N,;, digitalnog signala x[n] za koji prilikom izracunavanja diskretne Furijeove transformacije ne
dolazi do curenja spektra.

c) [5] Skicirajte diskretnu Furijeovu transformaciju signala x[n] izra¢unatu u N, ;, tacaka.

d) [5] Skicirajte diskretnu Furijeovu transformaciju signala x,[n] koji je dobijen tako sto je iz signala x[n] uzet svaki deveti odbirak.

Crveno — uci¢emo, ali ako je koherentno odmeravanje znali bi i sada.
Samo spektralne linije na 1000Hz, 1240Hz, 1300Hz i replike na ucestanosti odabiranja.
U tacki d ¢e se uneti ,,neSto* §to cemo zvati curenje spektra.
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[n] = ) 1000 ) 1240 inl2 1300 — 0L N—-1
a) x[n] = cos n~—11250n + cos n~—11250n + sin n-11250n n=0,1,..N—
b) Odabiranje koherentno é =—
fp
11250 1125 225 45
1000 ~ 100 ~— 20 4
11250 = LZS N = 1125 Zadovoljava sve uslove
1240 124
11250 1125 225
1300 130 26
Uslov — sve uestanosti u punom broju perioda - isto vreme
. L P1 D2 D3 Ds —
_ = = = NZD(1000,1240,1300,12250)=10
p —celi brojevi 1000 1240 1300 11250 ( )
N=1125 tacaka bi¢e odabrano
100 — 124 — 130 — 1125 u tacno 100 perioda signala ucestanosti 1000 Hz
1000 1240 1300 11250 u taéno 124 periode signala u¢estanosti 1240 Hz

A

Katedra za elektroniku
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Zadatak 1 (25 poena)
Dat je signal:
x(t) = cos(2m - 1000 Hz - t) + cos(2m - 1240 Hz - t) + sin(2m - 1300 Hz - ¢t).

Signal se odabira uéestano$¢u odabiranja f, = 10800 Hz. Potrebno je uraditi frekvencijsku analizu signala x(t) koris¢enjem diskretne
Furijeove transformacije.

a) [3] Napisite izraz za diskretan signal x[n], dobijen diskretizacijom signala x(t) u N tacaka.

b) [7] Odredite minimalan broj odbiraka N,,;, digitalnog signala x[n] za koji prilikom izra¢unavanja diskretne Furijeove transformacije
ne dolazi do curenja spektra.

c) [5] Skicirajte diskretnu Furijeovu transformaciju signala x[n] izra¢unatu u N, tataka.

d) [5] Skicirajte diskretnu Furijeovu transformaciju signala x,[n] koji je dobijen tako 3to je iz signala x[n] uzet svaki deveti odbirak.
e) [5] Odredite analiticki oblik signala y[n] ¢ija je diskretna Furijeova transformacija prikazana na slici 1.

a
=
5
I~
.o

YLK
B
1
Z(YIKD)
o—rt

/2

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
k k

slika 1 - Amplitudska i fazna karakteristika signala y[n]

\ Katcdrra - clcktrromku Digitalna obrada signala - 2022/23 123
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a, b, ¢, i disto kao u prethodnom zadatku

e) Samo treba da prepoznate da nije u pitanju realan signal. Analiticki je. Kompleksan.

[IYIK]|

zs |

|

20

10
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Da zaboralvimo DFT. Neka je ovo spektar DTFS prikazan u opsegu —m do 7 .

ylnl = )" Vlie/kaon

k=1
y[n] = 75e’2 - e 7J10%0n 4 7507/7 . J10Q0n 4 5() . /20007
Vi[5
y[n] = 75+ 2 - cos (IOQOn - E) +50 - cos(20Q,n) + 50 - sin(20Q,n)

Vi[5
y[n] = 75+ 2 - cos (IOQOn - E) +50 - cos(20Q,n) + 50 - sin(20Q,n)
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Zadatak 1 (25 poena)
Dat je signal:

x(t) = cos(2m- 150 Hz - t).

a) [5] Napisite izraz za diskretan signal x[n], dobijen diskretizacijom signala x(t) periodi¢nom povorkom
delta impulsa sa ucestanoscu fg = 200 Hz.

b) [5] Napisite izraz za signal x(t), dobijen idealnim kolima za rekonstrukciju od signala x[n]. Da li se
dobija isti signal kao x(t)? Obrazlozite zasto.

c) [5] Nacrtajte semu koja realizuje radix-2 algoritam za izraGunavanje DFT-a u 4 tacke koris¢enjem
preuredivanja u vremenskom domenu.

d) [5] Koris¢enjem Seme iz tacke c) izracunajte Y[k], DFT sekvence X[n] pomnoZene pravougaonom
prozorskom funkcijom duzine 4. Na Semi naznacite odgovaraju¢e medurezultate.

e) [5] Koris¢enjem bloka iz tacke ¢) i dovoljnog broja oduzimaca kao dodatnih blokova, nacrtajte Semu
kojom se izracunava IDFT u 4 tacke.
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a) x(t) = cos(2m - 150 Hz - t)
1 3n
fy =200 Hz T, = ]7 x[n] = cos(2m - 150 Hz - nT,) = cos - n)= [1,0,-1,0,1,0,—1,0,1...]
S
. ey . . . . 2 Wg fs
b) x[n]  periodiCan diskretan niz sa periodom 4 i Q,, = e = wy = T = fp= i 50 Hz
1
Xx[o] :Z(1+0+(_1)+0) =0
3 1 2T 2T 1
1 2T =_\1.e/7 01 —1).e 772 =2 = x[—
X[k]zzzx[n]e—JTnk X[1] 4(1 e FT +(-D-e ) 5 =X[=1]
n=0
1 2T 2T
X[2] = Z(1 e Ta 0% 4 (-1 e"T'“) =0=Xx[-2]
1 I 2T, 1
Xx[3] ZZ(”_” (-1 23)=§=x[—3]
Idealni filtar — restauracija samo osnovni opseg
+1 1 1
x,-(t) = Z X[jkw,|e/k®ot = Eej(_l)“’l’t +Eej(+1)“’1’t = cos(wpt) = cos(2mf,t) = cos(2m - 50 Hz - t)
k=—1
* x(1) Nije zadovoljena teorema odabiranja
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